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作品名稱作品名稱作品名稱作品名稱：：：：『『『『平平平平』『』『』『』『長長長長』』』』心看三角形心看三角形心看三角形心看三角形????    

摘要： 

    探討：任意三角形內部是否存在一點，使過此點作三邊的平行線段的長度相等，在試了

一些實例後，原本以為：對任意三角形都存在這樣的點，但是在作理論探討時，發現並非任

意三角形內都存在這樣的點。 

    本研究中，我們討論出：三角形的邊長必須符合什麼條件才存在這樣的點，及如何以『尺

規作圖』找出這樣的點。 

    另外也討論出：過任意三角形內部的某一點，作三邊的平行線段後，此點應在何處才可

以使以上三段平行線段的長度和達到最大或最小；以及原三角形內部的三個子三角形面積和

的最大值或最小值。 

本研究常用的作圖法： 

    給定三線段長 x、y、z，做一線段使其長為
z

yx ×
。 

        

     [作法]： 

            (1)作一直線 L，並取 xPQ = 。 

            (2)過 P 另作一直線 'L ，並取 zPR = 、 yRS = 。 

            (3)連 QR 並作 QRST // 且交直線 L 於 T，則 QT 即為所求。 
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壹、研究動機： 

    在學到『比例線段與相似形』的 

應用時，老師問了我們一個問題：『P 

是△ABC 內的一點，等長的三條線段  

DE 、 FG 和 HI 分別平行於邊 AB 、 

BC 和CA ，並且都過 P 點（如圖）。 

    已知： 12=AB 、 8=BC 、 6=CA 。 求證： 3:5:1:: =FBIFAI 。』 

        經過一番假設、列式及計算後，我們證得了問題的答案。老師說，如果將原問題的 

    邊長改成 3、4、5 時，則答案會如何？我們發現：仿照相同的方法，並不難找到答案。 

    於是我們再將邊長改為 5、6、7 及 2、3、4，問題亦都可解。 

    就像忽然間有了一個靈感一樣，我們懷疑：是不是任意的三角形都可以找到一個 P 

點，過 P 點做三邊的平行線段，使這三個線段的長度都相等。如果答案是肯定的，這樣 

的點是不是就像『外心』、『內心』、『重心』一樣，該給它一個特殊的名字。 

    於是這個問題便成了我們作科展想研究的主題。 

貳、研究目的：  

  一、解決原問題並改變三角形的三邊長作探討。 

  二、探討：過三角形內部的一點 P，做三邊的平行線段等長時，此線段的長度。 

  三、探討：過三角形內部的一點 P，做三邊的平行線段等長時，3 個子三角形的周長及面積 

            的比例。 

  四、探討：任意三角形內部是否都存在點 P，過 P 點做三角形的平行線段都相等，並探討 

            線段的長度。 

  五、探討：如何以尺規作圖找到 P 點的位置。 

叁、研究器材與設備：計算紙、筆、圓規、直尺、電腦、GSP 繪圖軟體、想挑戰的心。 

肆、研究過程與方法： 

  一、解決原問題並改變三角形的三邊長作探討。 

    (一)先解決原問題： 
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      因為 ABDE // 、 BCGF // 、 ACHI // ， 

      所以△GDP～△PIF～△HPE～△ABC 且 3:4:66:8:12 =  

      因此可設 xDP 6= 、 xGP 4= 、 xDG 3=  

               yIF 6= 、 yPF 4= 、 yPI 3=  

               zPE 6= 、 zEH 4= 、 zPH 3=  

      因為 GFIHDE ==   所以 yxzyzx 443366 +=+=+  

      求得 3:5:1:: =zyx  => 3:5:1::6:6:6:: === zyxzyxFBIFAI  
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    (二)改變三角形的邊長，探討是否存在 P 點，使過 P 點作原三角形三邊的平行線段長 

相等。 

      1.三角形三邊長為 5、6、7 時： 

 

      已知：△ABC 中， 7=BC 、 6=AC 、 5=AB ，過內部一點 P， 

      作 BCEH // 、 ACDG // 、 ABIF // 且 IFDGEH ==  

       因為△DEP～△PFG～△IPH～△ABC 

       所以可設 xEP 7= 、 xPD 6= 、 xDE 5=  

                yFG 7= 、 yPG 6= 、 yPF 5=  

       zPH 7= 、 zIH 6= 、 zIP 5=  

       因為 IFDGEH ==   所以 zyyxzx 556677 +=+=+  

       求得 37:47:23:: =zyx  => 37:47:23::7:7:7:: === zyxzyxGCFGBF  
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      2.三角形三邊長為 3、4、5 時： 

 

 

      已知：△ABC 中， 5=BC 、 4=AC 、 3=AB ，過內部一點 P， 

      作 BCEH // 、 ACDG // 、 ABIF // 且 IFDGEH ==  

      因為△DEP～△PFG～△IPH～△ABC 

      所以可設 xEP 5= 、 xPD 4= 、 xDE 3=  

               yFG 5= 、 yPG 4= 、 yPF 3=  

               zPH 5= 、 zIH 4= 、 zIP 3=  

      因為 IFDGEH ==   所以 zyyxzx 334455 +=+=+  

      求得 17:23:7:: =zyx  => 17:23:7::5:5:5:: === zyxzyxGCFGBF  
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      3.三角形三邊長為 2、3、4 時： 

 
 

      已知：△ABC 中， 4=BC 、 3=AC 、 2=AB ，過內部一點 P， 

      作 BCEH // 、 ACDG // 、 ABIF // 且 IFDGEH ==  

            因為△DEP～△PFG～△IPH～△ABC 

            所以可設 xEP 4= 、 xPD 3= 、 xDE 2=  

            yFG 4= 、 yPG 3= 、 yPF 2=  

            zPH 4= 、 zIH 3= 、 zIP 2=  

            因為 IFDGEH ==   所以 zyyxzx 223344 +=+=+  

            求得 5:7:1:: =zyx  => 5:7:1::4:4:4:: === zyxzyxGCFGBF  
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    (三)因為原問題及以上的例子都存在這樣的 P 點，於是我們懷疑：任意的三角形都具有這 

       樣的 P 點。如果有，則任意三角形都具有一顆類似於『外心』、『內心』、『重心』的另 

       一顆心。 

二、探討：過三角形內部的一點 P，做三邊的平行線段等長時，此線段的長度。 

    (一)原問題： 

 
      因為 12666 =++ zyx   所以 2=++ zyx  

      且 3:5:1:: =zyx => 
9

8

9

4
2

351

31
2 =×=

++
+×=+ zx  

      => HIGFDE ==
3

16

9

8
6)(666 =×=+=+= zxzx  
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    (二)三角形三邊長為 5、6、7 時： 

 
      因為 7777 =++ zyx ，所以 1=++ zyx  ， 

      又因為 37:47:23:: =zyx ，所以 
107

60

374723

3723
1 =

++
+×=+ zx  

      => 
107

420

107

60
7)(777 =⋅=+=+=== zxzxIFDGEH  
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(三)三角形三邊長為 3、4、5 時： 

 
      因為 5555 =++ zyx ，所以 1=++ zyx   

      又因為 17:23:7:: =zyx ，所以 
47

24

17237

177
1 =

++
+×=+ zx  

      => 
47

120

47

24
5)(555 =⋅=+=+=== zxzxIFDGEH  

    (四)三角形三邊長為 2、3、4 時： 
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      因為 4444 =++ zyx ，所以 1=++ zyx   

      又因為 5:7:1:: =zyx ，所以 
13

6

571

51
1 =

++
+×=+ zx  

      => 
13

24

13

6
4)(444 =⋅=+=+=== zxzxIFDGEH  

三、探討：過三角形內部的一點 P，做三邊的平行線段等長時，3 個子三角形的周長及面積 

          的比例。 

     [說明]因為我們觀察到：不管 P 點位置在哪裡，△GDP～△PIF～△HPE～△ABC， 

            好像一種『母子相似』的關係，且△GDP、△PIF、△HPE 的邊長比正好是底邊 

            三個線段 AI 、 IF 、GB 的比。 

    (一)原問題： 

 

      △GDP、△PIF、△HPE、△ABC 的周長比 )(::: zyxzyx ++= 9:3:5:1=  

      △GDP、△PIF、△HPE、△ABC 的面積比 2222 9:3:5:1=  
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    (二)三角形三邊長為 5、6、7 時： 

 

      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的周長比 107:37:47:23=  

      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的面積比 2222 107:37:47:23=  
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    (三)三角形三邊長為 3、4、5 時： 

 
      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的周長比 47:17:23:7=  

      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的面積比 2222 47:17:23:7=  

    (四)三角形三邊長為 2、3、4 時： 

 
      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的周長比 13:5:7:1=  

      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的面積比 2222 13:5:7:1=  
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  四、探討：任意三角形內部是否都存在點 P，過 P 點做三邊的平行線段都相等，並探討線 

            段的長度。 

 

      如圖，△ABC 的三邊長 cAB = 、 aBC = 、 bCA = ， 

      不失一般性，可假設 a、b、c 均為正數，且 cba ≥≥ ， acb >+ ， 

      過 P 點作三邊的平行線段 BCEH // 、 ABIF // 、 ACDG // 且 DGIFEH == ， 

      由前面的過程，可知：△DEP～△ABC=> cbaDEDPEP :::: = ， 

      故可假設 axEP = 、 bxPD = 、 cxDE =  

      同理△PFG～△ABC，可假設 ayFG = 、 byGP = 、 cyPF =  

        及△IPH～△ABC，可假設 azPH = 、 bzIH = 、 czIP = 、 

      又因為四邊形 ADPI、四邊形 BFPE、四邊形 GCHP 都是平行四邊形， 

      故圖中各線段長度可假設如上圖所示。 

      因為 DGIFEH == ，所以 bybxczcyazax +=+=+ ，可整理成聯立方程式： 

      



=−−+
=−+−

0)(

0)(

czycbbx

zcacyax

，
解得 )(:)(:)(:: acabbcbcabacbcacabzyx −+−+++−=  
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      因為 cba ≥≥ ，所以 0>−+ bcabac 且 0>−+ acabbc ， 

      但是 bcacab ++− 是否必為正數呢？ 

      因為 )()( cbabcbccbabcacab −−=+−−=++−  

    (一)當 cba == 時，則 bccbabc =−− )( 為正數，且此時 1:1:1:: =zyx  

       可知：P 即為△ABC 的重心。（△ABC 為正三角形） 

    (二)當 cba => 時，則 bccbabc =−− )( 為正數，故 P 點必有解。 

    且此時 bbabzyx :)2(::: −= ，P 點必是等腰△ABC 之底邊( BC )上的高上之一點。 

    (三)當 cba >= 時，則 )2(2 22 acaaacacacabcacab −=−=++−=++−  

    則必須 ac >2 （即 ac
2

1> ）時， bcacab ++− 才是正數，P 才有解。 

    若有解時，P 點必是等腰△ABC 之底邊( AB )上的高上之一點。 

    (四)當 cba >> 時，因為 )( cbabcbcacab −−=++−  

    1. 0)( =−− cbabc  cb

bc
a

−
=⇔  

    2.若 cb

bc
a

−
> 時，則 bccba >− )(  => bcacab >−  => 0<−+ abacbc  

     故 P 點無解。 

    3.若 cb

bc
a

−
< 時，則 bccba <− )(  => bcacab <−  => 0>−+ abacbc  

     故 P 點有解。 

     故當 cba >> 且 cb

bc
a

−
< 時，P 點才有解。 

小結： 

      判別三角形內部是否存在點 P，使過 P 點做三邊的平行線段都相等的條件： 

      1.等腰三角形時：當 腰長底邊長腰長 ⋅<<⋅ 2
2

1
時，P 點才有解。 

      2.三邊都不等長時：若△ABC 的三邊長為 a、b、c 且 cba >> ， acb >+ 時， 

       當 cb

bc
a

−
< 時，則 P 點才有解。 
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      3.當 P 點有解時，平行線段截最長邊，變成三段，其比例為 

       )(:)(:)(:: acabbcbcabacbcacabzyx −+−+++−=  

      4.因為 1=++ zyx ， 

       所以 acbcab

bcacab
x

++
++−×= 1 、 acbcab

bcabac
y

++
−+×=1 、 acbcab

acabbc
z

++
−+×=1  

          可推得： acbcab

abc

acbcab

bc
azxaazaxl

++
=

++
×=+=+= 22

)(等長線段長度
 

  五、探討：如何以『尺規作圖』找到 P 點的位置。 

    (一)作法一： 

       若三角形 ABC 之三邊長符合使 P 點可解的條件，則 acbcab

abc
l

++
= 2

 

       經過討論，P 點可以以下列方法以『尺規作圖』做出來： 

       先將 acbcab

abc
l

++
= 2

的分母、分子同除以 a： 

       
)(

)2(2

c
a

bc
b

cb

c
a

bc
b

bc
l

++

⋅=
++

=

 

 

      1.過 A 做直線 BCL //1 ，並取 M、N 使 aAM = 、 cMN =  

      2.連 CM ，過 N 作 CMNO // ，交 AC 之延長線於 O，則 a

bc
CO =  
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3.在 AC 的延長線上取 Q、S，使 cOQ = 、 bQS = ，則 c
a

bc
bAQ ++=  

4.在 AB 的延長線上取 R，使 cAR 2=  

5.連 RQ ，過 S 作 RQST // 交 AB 的延長線於 T，則
)(

)2(

c
a

bc
b

bc
lRT

++

⋅==  

 

6.在 BC 上取 U，使 lBU = ，過 U 作 ABL //2 交 AC 於 V， 

作 BCVW // 交 AB 於 W，則 lVW =  

7.在 AC 上取 X，使 lAX = ，過 X 作 ABL //3 交 BC 於 Y， 

    作 ACYZ // 交 AB 於 Z，則 lYZ =  

8.則VW 與YZ 的交點即為 P 的位置。 

(二)作法二： 

 因為三角形最長邊被截成三線段，其比例為： 

 )(:)(:)(:: acabbcbcabacbcacabzyx −+−+++−=  

 同除以 a： 

 得到 )(:)(:)(:: cb
a

bc

a

bc
bc

a

bc
cbzyx −+−+++−=  

                 )(:)(:)( cb
a

bc

a

bc
bcb

a

bc
c −+−+−+=  
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作法： 

1.過 A 做直線 BCL //1 ，並取 M、N 使 aAM = 、 cMN =  

2.連CM ，過 N 作 CMNO // ，交 AC 之延長線於 O，則 a

bc
CO =  

3.在 AB 的延長線上取 Q、R、S，使 )( b
a

bc
cBQ −+= 、 )(

a

bc
bcQR −+= 、 )( cb

a

bc
RS −+=  

4.連 SC ，分別過 R、Q 作 SCRT // 、 SCQU // 交 BC 於 T、U。 

5.過 T 作 ACTW // 交 AB 於 W。 

6.過 U 作 ABUV // 交 AC 於 V。 

7.則UV 與TW 的交點即為 P 的位置。 
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伍、研究結果： 

一、實例探討： 

    (一)原問題：三角形三邊長為 6、8、12 

 

      3:5:1::6:6:6:: === zyxzyxFBIFAI  

      HIGFDE ==
3

16=  

      △GDP、△PIF、△HPE、△ABC 的周長比 )(::: zyxzyx ++= 9:3:5:1=  

      △GDP、△PIF、△HPE、△ABC 的面積比 2222 9:3:5:1=  

    （二）三角形三邊長為 5、6、7 時： 
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      37:47:23:: =GCFGBF  

      107

420=== IFDGEH
 

      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的周長比 107:37:47:23=  

      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的面積比 2222 107:37:47:23=  

    （三）三角形三邊長為 3、4、5 時： 

 

      17:23:7:: =GCFGBF  

      47

120=== IFDGEH  

      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的周長比 47:17:23:7=  

      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的面積比 2222 47:17:23:7=  
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（四）三角形三邊長為 2、3、4 時： 

 

      5:7:1:: =GCFGBF  

      13

24=== IFDGEH  

      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的周長比 13:5:7:1=  

      △DEP、△PFG、△IPH、△ABC 的面積比 2222 13:5:7:1=  

  二、理論探討：任意三角形內部是否都存在點 P，過 P 點做三角形的平行線段都相等，並 

                探討線段的長度。 
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      如圖，△ABC 的三邊長 cAB = 、 aBC = 、 bCA = ，假設 a、b、c 均為正數，且 cba ≥≥ ，  

      acb >+ ，過 P 點作三邊的平行線段 BCEH // 、 ABIF // 、 ACDG // 且 DGIFEH == ， 

   判別三角形內部是否存在點 P，使過 P 點做三邊的平行線段都相等的條件： 

(一)等腰三角形時： 

   當 腰長底邊長腰長 ⋅<<⋅ 2
2

1
時，P 點才有解。 

(二)三邊都不等長時：若△ABC 的三邊長為 a、b、c 且 cba >> ， acb >+ 時， 

                   當 cb

bc
a

−
< 時，則 P 點才有解。 

    而當 P 點有解時，平行線段截最長邊，變成三段，其比例為 

    )(:)(:)(:: acabbcbcabacbcacabzyx −+−+++−=  

       acbcab

abc

acbcab

bc
azxaazaxl

++
=

++
×=+=+= 22

)(等長線段長度  

  三、尺規作圖探討：如何以尺規作圖找到 P 點的位置。 

    (一)作法一： 

       acbcab

abc
l

++
= 2

 
)(

)2(2

c
a

bc
b

cb

c
a

bc
b

bc

++

⋅=
++

=  
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(二)作法二： 

三角形最長邊被截成三線段，其比例為： 

)(:)(:)(:: acabbcbcabacbcacabzyx −+−+++−=  

              )(:)(:)( cb
a

bc

a

bc
bcb

a

bc
c −+−+−+=  
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陸、研究討論：  

一、過任意三角形之內部一點 P，做三邊的平行線段，求此三線段長度和的最大值與最 

小值。 

[說明]因為我們觀察到：當 P 點在三角形內部移動時，過 P 做三邊的平行線段的 

長度也是在變動的，我們想知道：P 點必須在哪一個位置才可以使此三線段 

長度和達到最大或最小。 

 

 

圖中 )()()( czcybybxazaxIFDGEH +++++=++ ， 

故本問題即求 )()()( czcybybxazax +++++ 之最大值與最小值。 

原式＝ )()()( cxcxczcybzbzbybxayayazax −+++−+++−++  

          cxcxczcybzbzbybxayayazax −+++−+++−++= )()()(  

          cxxzycbzzyxbayyzxa −+++−+++−++= )()()(  
      因為 1=++ zyx ， 

      所以原式＝ cxcbzbaya −+−+−  

              ＝ bzaycxcba −−−++ ＝ )()( cxbzaycba ++−++  
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      又因為 1=++ zyx ，可令 yxz −−= 1 代入 )( cxbzay ++ 中 

      得 cxbybxbaycxyxbaycxbzay +−−+=+−−+=++ )1(  

                                    ybaxcbbbyaycxbxb )()()()( −+−−=−+−−=  

      原式＝ )()( cxbzaycba ++−++ ])()([)( ybaxcbbcba −+−−−++=  

                                  ＝ ybaxcbca )()( −−−++  

      本問題轉成：當 10 << x 、 10 << y 且 10 <+< yx 時 

      探討： ybaxcbca )()( −−−++ 的最大值與最小值。 

討論後得知： 

1.當 1→x 、 0→y 、 0→z 時 

bacbcaybaxcbca +=−++→−−−++ )()()( 為最大值。 

 

2.當 0→x 、 1→y 、 0→z 時， 

cbbacaybaxcbca +=−−+→−−−++ )()()( 為最小值。 
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二、過任意三角形之內部一點 P，做三邊的平行線段，求內部三個子三角形面積和的 

最大值與最小值。 

[說明]因為我們觀察到：當 P 點在三角形內部移動時，過 P 做三邊的平行線段後， 

 原三角形中有三個子三角形，而這三個子三角形的面積也是在變動的，我們想 

 知道：P 點必須在哪一個位置才可以使這三個子三角形的面積和達到最大或 

 最小。 
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ABCDEP ∆∆ ~Q 且邊長比 1:)(:)(:: xzyxaaxazayaxaxBCEP =++=++=  

22 1:: xABCDEP =∆∆∴ 面積面積  
面積面積 ABCxDEP ∆⋅=∆⇒ 2

 

同理可得 面積面積 ABCyPFG ∆⋅=∆ 2

、 

面積面積 ABCzIPH ∆⋅=∆ 2
 

DEP∆ 、 PFG∆ 、 IPH∆ 的面積和 的面積ABCzyx ∆⋅++= )( 222
    

因為 1=++ zyx ，令 yxz −−= 1  

xyyxyxyxyxyxzyx 2221)1( 2222222222 +−−++++=−−++=++⇒  

                                      122222 22 +−−++= yxxyyx  

故本題就是在下圖中的座標平面中的黃色區域(不含邊界)取一個點座標 x( ， )y  

使 122222 22 +−−++ yxxyyx 達到最大或最小 

 



 - 29 -

 

先將 x 視為 0 到 1 之間的一個定數，而 y 在 0 到(1－x)之間變動， 

將原式改寫為 y 的二次函數： 

122222 22 +−−++ yxxyyx  

122)22(2 22 +−+−+= xxyxy  

2

)1(
122]

4

)1(
)1([2

2
2

2
2 −−+−+−+−+= x

xx
x

yxy  

2

12244
)

2

1
(2

22
2 −+−+−+−+= xxxxx

y  

2

123
)

2

1
(2

2
2 +−+−+= xxx

y  

2

123
)

2

1
(2

2
2 +−+−−= xxx

y
 

2

1

2

3
)

2

1
(2 22 +−+−−= xx

x
y  

6

1

2

1
)

9

1

3

2
(

2

3
)

2

1
(2 22 −++−+−−= xx

x
y  

3

1
)

3

1
(

2

3
)

2

1
(2 22 +−+−−= x

x
y

 

故當 2

1 x
y

−=
時，原式有最小值 3

1
)

3

1
(

2

3 2 +−x
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    (一)令
3

1=x ，
可得 3

1=y 、
3

1=z  

       3

1222 =++ zyx 為最小值。 

       此時 P 點即為 ABC∆ 的重心。 

       而內部三個子三角形面積和 ABC∆→
3

1
面積。 

 
    (二)當 1→x ， 0→y ， 0→z  

       則 1222 →++ zyx 為最大值。 

       而內部三個子三角形面積和 ABC∆→ 面積。 
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